1. Introduzione ai grafi e alle reti



ROC-98/99 Capitolo 1
1.1 Grafi, cammini, alberi: formalizzazione e memorizzazione

1.1.1 Grafi orientati e non orientati

G = (N, A), in cuiN e un insieme finito di elementifee un insieme (senza ripetizioni) di
coppie di elementi (distinti) d\, & detto urgrafo. N € detto insieme diodi o vertici;
usualmente viene indicato mediante i prim# [N| numeri naturaliN = {1, 2,...,n}.
L'insieme degli archh, con A| =m, € in generale indicato cdn= {a1, ap,..., am}, in cui il
k-esimo arco viene indifferentemente rappresentato anche come coppia di rddj).

Se la coppia non € ordinata, ciog)(e (,i) sono lo stesso arco, allora l'arco e detto
non orientato altrimenti & dettmrientatoe in tal casoi(j) e (,i) rappresentano due archi
diversi. | nodii e] sono dettiestremidell'arcoak = (i,j), che éincidentein essi;i ej sono
dettiadiacenti Se I'arco e orientato, allor@ lacodae] € latestadi ax = (i,J); akx € uscenteda
i eentrantein j; inoltre,j € unsuccessorénmediatodi i e questo & upredecessore
immediatadi j.

Un grafo i cui archi sono tutti non orientati € deftafo non orientatped e dettgrafo
orientatose tutti i suoi archi sono orientati. Un grafo puo essere rappresentato graficamente
utilizzando un cerchio numerato per ogni nodo e un segmento tra due nodi per ogni arco; se
I'arco e orientato si usa una “freccia” per rappresentare I'ordinamento dell'arco; in figura 1.1
sSono rappresentati un grafo non orientato (a) e un grafo orientato (b).

(@) (b)

Figura 1.1 - Un grafo non orientato (a) e uno orientato (b)

Dato un grafo (orientato o non orientato), per ogni nodoN si indica conN(i)
I'insieme dei nodi adiacendidi e conS(i) I'insieme degli archi incidentn i, dettostelladi i;
IN(i)] = (i)| € detto ilgrado del nodoi ed € indicato coxg;. Vale la relazionen = Zj g;;
essend@; < n, seG & non orientato si ha cine< n2/2 (si ricorda che non vi sono ripetizioni
di archi e non esistono coppie di archi uguali), ment@ &®rientato si ha cha< n2.

Dato un grafo orientato, per ogni nodd N, si indica corFN(i) e BN(i) rispettiva-
mente gliinsiemi dei nodi successapredecessolimmediati, conFSi) e BS(i) si indicano
rispettivamentgli insiemi degli archi uscentlai, o stella uscenteli i, edegli archi entranti
ini, ostella entrantedii:

FS(i) = {(x,y) O A: x=i}, BS(i) = {(x,y) O A: y=i}.
Valgono le relazionkFN(i) 0 BN(i) = N(i) e FS(i) O BSi) = ).
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IFN(i)| = FS(i)| =gf & dettogrado uscentenentre FN(i)| = FS(i)| =gj & dettogrado
entrantedii.

Dato un grafdG = (N, A), il grafoG' = (N, A"), conA' [I A, e dettografo parzialedi
G; il grafo G" = (N", A"), conN" O N eA" ={(i,j) O A:i,j ON"}, e dettografo indotto
daN". Un grafoG* = (N", A*), conN" O N e A* 0 A", é dettosottografodi G.

1.1.2 Cammini, cicli

Una sequenza dj coppieC = {(ip,i1), (i1,i2), .., (g-1.ig)}, in cui 0 (ih-1,in) oppure ihin-1)
e un arco dG, h=1,...,q, &€ dettocamminodel grafo tra i nodig eig. SeC e formato da
archi orientati i-1,in), h = 1,...,q, allora e dett@ammino orientat@aig aig; ip € detto
origine eiq e dettadestinazioneli C. Una porzione dC e dettasottocamminoSeig =ig, C &
detto urciclo (eventualmenterientatq.

Un cammino (ciclo) non contenente cicli come sottocammini (propri) € detto un
cammino (ciclo) semplicgventualmenterientatd, in caso contrario & dettmn semplice
Nei cammini (cicli) non semplici vi € sempre ripetizione di nodi; essi possono avere anche
ripetizioni di archi, si veda la figura 1.2.

o
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(©)

Figura 1.2 - (a) un cammino semplice; (b) un ciclo orientato semplice; (c) un cammino non semplice
con ripetizione di archi; (d) un ciclo orientato non semplice senza ripetizione di archi

Un ciclo (orientato) semplice formato darchi & dett@iclo Hamiltoniang esso passa
per ogni nodo del grafo una e una sola volta. Un ciclo (orientato) non semplice senza
ripetizione di archi formato da archi € detteiclo Euleriang esso passa attraverso ciascun
arco del grafo una e una sola volta. Si puo dimostrare che un grafo possiede un ciclo
Euleriano se e solo se il grado di ogni nodo e pari, e che un grafo orientato possiede un ciclo
Euleriano orientato se e solo se il grado uscente e il grado entrante di ogni nodo sono uguali.
Esercizio 1.1
Dimostrare I'affermazione precedente.

In un grafoG = (N, A) due nodi songonnessse esiste un cammino tra di essi. In un
grafo orientataG = (N, A) un nodgj € dettoconnessad un nodo se esiste un cammino
orientato da aj.
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1.1.3 Tagli e connettivita

Dato un grafds = (N, A), una partizione dN in due sottoinsiemi non vudtl' e N" e detta
untaglio del grafo e viene indicata coN'( N"); I'insieme degli archi aventi un estremo in
N' e l'altro inN" & dettansieme degli archi del taglie verra denotato coi(N',N"):

AN'N) ={(i,j)) DA i ON"ej ON", oppurej I N' ei [I N"}.

Se il grafo e orientato, per ogni taglio si possono distinguere due insiemi di archi del
taglio, I'insiemeA*(N',N") detto degli archdiretti del taglio e linsiemé (N',N") detto
degli archinversidel taglio:

AYN'NY) = {(,)) O A i ON'ej O N,
A NN = {(i,j) DA j ON ei ON"Y};

ovviamenteA(N',N") = A*(N',N") O A(N',N").

Mediante i tagli € possibile ridefinire quando due riagfi sono connessi; infatti essi
sonoconnessise non esiste un taglioN N") tale chel 00 N',j O N" e A(N',N") = &.
Analogamente per i grafi orientati, un ngdaconness@d un noda se non esiste un taglio
(N', N") tale chei O N',j ON" eA*(N',N") = @.

Esercizio 1.2
Dimostrare l'equivalenza delle due definizioni di connessione tra due nodi e di un nodo ad un altro, basate
rispettivamente sui cammini e sui tagli.

Un grafoG = (N, A) é dettoconnessse, comungue vengono presi due suoi nodi, essi
sono connessi, altrimenti € detton connessoUn grafo orientatds = (N, A) & detto
fortemente conness®, comunque vengono presi due suoi nodi, ciascuno di essi € connesso
all'altro.

Dato un grafo non connessd = (N, A), ciascun grafo connesso indotto da un
sottoinsieme massimale Mi(rispetto all'inclusione) & detto una componente connes3a di
(si veda la figura 1.3).

-
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Figura 1.3 - Un grafo formato da tre componenti connesse; la componente connessa
indotta da {10, 11, 12, 13} € un grafo fortemente connesso

Un grafo e dett@ompletose esiste un arco tra ogni coppia di nodi. Pertanto un grafo
non orientato completo possiede= n(n-1)/2 archi, mentre un grafo orientato possiede
m = n(n-1) archi.

Un grafoG = (N, A) e dettobipartito se esiste un taglidN(, N") il cui insieme degli
archiA(N',N") coincide conA. Un grafo (orientato) bipartito € dettompletose per ogni
coppia di nodi non appartenenti al medesimo sottoinsieme del taglio, esiste un arco
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(orientato); indicando con' = N'| en" = [N"| le cardinalita dei due sottoinsiemi, il numero
di archi em=n'n" se il grafo & non orientato, mentrené& 2n'n" nel cao sia orientato.
Esercizio 1.3

Dimostrare le affermazioni fatte sul numero di archi dei grafi completi e dei grafi bipartiti completi (orientati
e non).

1.1.4 Alberi

Un grafo connesso e privo di cicli € dettoalbero. Un alberoT = (N, A), con N| =n, e
tale cheAl =m=n-1. Sono equivalenti alla precedente le seguenti definizioni: un albero & un
grafo connesso caml archi; un albero € un grafo privo di cicli co archi.

Esercizio 1.4
Dimostrare che per un albero vale la relazioren-1.

Esercizio 1.5
Dimostrare I'equivalenza delle definizioni date.

Un alberoradicato € un albero in cui sia stato selezionato un nodo, datice
dell'albero; i nodi possono essere ordinati per “livelli” in modo ricorsivo: la radice e posta al
livello O e i nodi adiacenti ad essa sono posti al livello 1; al livetilbappartengono i nodi
che non appartengono al livekel e che sono adiacenti ai nodi del livéd|csi veda la figura
1.4.

—— livello 0

— livello 1

— livello 2

— livello 3

(@) (b)

Figura 1.4 - Un albero (a) e lo stesso albero radicato nella radice 1 (b)

Ogni arco dell'albero radicato connette due nodi appartenenti a livelli adiacenti. Per
ciascun arcoiff) coni a livellok ej a livellok+1,i € dettgpadredi j e questfiglio dii.; la
radice (ovviamente) non ha padre. Nodi aventi lo stesso padre sondratsitii;
nell'ordinamento dell'albero radicato per livelli non si tiene conto dell'ordinamento tra
fratelli, per alcuni problemi particolari alle volte siimpone anche un ordinamento tra fratelli e
in tal caso si parlera grimogenitg secondogenito..., ultimogenito

Un nodo senza figli € detto ufaglia dell'albero radicato.
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Si noti che esiste un solo cammino tra la radice e qualsiasi nodo dell'albero; la
lunghezza (in numero di archi) di tale cammino e uguale al livello cui appartiene il nodo
destinazione del cammino.

Un nodoi che appartiene al cammino dalla radice ad un pedtetto urantenatodi j e
guesti undiscendentdli i; si noti che ogni nodo & antenato e discendente di sé stesso. Un
sottoalbero Tj) di un albero radicato € il grafo indotto dall'insieme dei nodi discendgnti di
in altri termini T(j) & formato dg, da tutti gli altri suoi discendenti e da tutti gli archi
dell'albero tra questi nodi.

Esempio 1.1
In figura 1.4(b), il livello 2 & formato dai nodi 4, 5, 6 e 7; i figli del nodo 3 sono 7 e 6, mentre il padre di 3 &

1; i nodi 4 e 5 sono fratelli; linsieme delle foglie & {4, 7, 8, 9}; l'insieme degli antenati di 3 & {1, 3} e quello
dei discendenti & {3, 6, 7, 9}. Il sottoalbeF(R) e disegnato in figura 1.5

Figura 1.5 - Il sottoalber®(2) dell'albero radicato in figura 1.4(b)

Esercizio 1.6
Determinare gli antenati e i discendenti del nodo 2 e i sottoall§@yalell'albero di figura 1.4(b).

Un albero radicato, i cui archi sono orientati, € detientatose tutti i suoi archi sono
orientati dal padre verso il figlio o dal figlio verso il padre.

Dato un grafdG = (N, A), un suo grafo parzial€ = (N, A1) che sia un albero e detto
albero di coperturadi G (o spanning treg in figura 1.6 sono mostrati un grafo e un suo
albero di copertura.

Figura 1.6 - Un grafo orientato e un suo albero di copertura

Un grafo le cui componenti connesse sono alberi € dettforesia
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1.2 Rappresentazione di grafi e alberi

1.2.1 Matrici di adiacenza e di incidenza, liste di adiacenza

Dato un grafdG = (N, A) la suamatrice di adiacenza = [a;] & una matrice quadrata di
ordinen i cui valori sono:
) D 1, se (]) 0 A,
i = . 0, altrimenti.

Se il grafo &€ non orientato la matrice € simmetrica e contimedenenti di valore 1; se
e orientato il numero di elementi non nulliné
La matrice di incidenz& = [ek] di un grafo € una matriaexm (le righe corrispondono
ai nodi e le colonne agli archi) il cui generico elemextoseG é non orientato, assume i
seguenti valori:
D 1, sei € un nodo estremo dell'arag,

Sik = DO altrimenti;

se inveces e orientato, esso assume i seguenti valori:

1, sei € la coda dell'arcay,
ek =01, sei e la testa dell'arcay,
H 0, altrimenti.

Esempio 1.2 In figura 1.7, un grafo orientato e la sua matrice di incidenza

a4 8, aza, ag ag a7 ag 89 a4

11 0 01 0 10 0 0o
o1 1100001 0]o
301 011000 110

E= 40 0 0 0 1-1-1 0 0o
550 00 000 1--1 |1
6o 0 1 000000

Figura 1.7 - Un grafo orientato e la sua matrice di incidenza

La lista di adiacenzaper stelle uscenti di un grafo orientato e la sequenza
{FN(1), FN(2),..., FN(n)} degli insiemi dei successori immediati dei nodi del grafo.
Nell'esempio in figura 1.7, la lista di adiacenza &}{ { as,as}, { as,as}, { as.as}, { ag,aq},
{aio}}. In modo analogo si definisce la lista di adiacenza per stelle entranti
{BN(1), BN(2),..., BN(n)}.

Un albero radicato di radicee rappresentato mediantduazione predecessorép

o i, seie padre di,
PO) _Bnll, sej & la radicej(=r).

Se gli archi dell'albero radicato sono archi orientati, € possibile utilizzare la funzione
predecessore per memorizzare l'orientamento di ciascun arco che connette un nodo con il
padre:



ROC-98/99 Capitolo 1

g i , seie padre dj e l'arco tra essi &),
p()=0-i , sei & padre dj e l'arco tra essi §,(),
Hnil, sej & la radicej(=r).

1.2.2 Rappresentazione in memoria di grafi e alberi

Un grafoG puo essere memorizzato mediantksie di adiacenzer stelle uscenti e/o per
stelle entranti. Le liste di adiacenza sono realizzate mediante due liste diNederdSeé
Arc_SetIn figura 1.8 sono illustrati un grafo e la sua memorizzazione.

Node_Set Arc_Set _
node_first arc_first
’ [ | 1|l -—/’|_*|1|1|2|*|_|_<
v 2T AT o]
L~
(|2 /—\7+|3|2|3|+| ]
v T—= | P 4lzs
v I [513 6]
| a| ! »  [6]4]2], [nilla
v L] ]
L 1714151, [nil faf-
(1o N Y v
* (184 T7nil] H
]
| | 6 (1ofs5[3[, [nil e
+ 'I10I5|6|'Inll<
|
| 7] A L* v
+ T2 5T 7 Inil ]
nil| 8 = [12] 6 T 8 Inil [nil]

nil] 13[8 [7 [nil | nil

Figura 1.8 - la struttura per liste di adiacenza

Node_Set e formata darecords, ciascuno dei quali € composto da quattro campi
informativi. Il record relativo al nodioe strutturato nel modo seguente:

{sucg, nome, primo_B$, primo_F$S},
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dove:

sucg punta al record di Node_Set relativo al nodo segueiiteq € I'ultimo nodo);
nome contiene il nome del nodo (in generale l'indice

primo_B$e

primo_F$  puntano ai record di Arc_Set relativi al primo arco rispettivamente della stella
entrante e della stella uscentd €e rispettivamentBSi) = @ eFS(i) = O).

Arc_Set e formata dan records, ciascuno dei quali € composto da sei campi
informativi; il record relativo all'arcek = (i,j) € strutturato nel modo seguente:

{sucg, nome, codg, testa, succ_F§, succ_Bg},

dove:

Suck punta al record di Arc_Set relativo all'arco seguantes¢ € l'ultimo arco);

nome contiene il nome dell'arco (in generale l'indige

codg e

testa puntano ai record di Node_Set relativi rispettivamente al noda eatal
nodo testa o alternativamente contengono gli indici di tali nodli,

succ_Fge

succ_Bg® puntano ai record di Arc_Set relativi all'arco seguegtespettivamente nella
stella uscent€S(i) e nella stella entranf&Sj) (nil seak € I'ultimo arco
rispettivamente drS(i) e BYj)).

Inoltre due puntatoriode_firstearc_first, individuano rispettivamente il primo record
di Node_Set e di Arc_Set.

Tale struttura dati permette agevolmente sia la scansione dei nodi e degli archi, sia la
scansione degli archi di una stessa stella uscente od entrante quando si conosca il nodo
relativo. Essa permette anche inserimenti e rimozioni di nodi e/o di archi. La struttura dati
puo essere ulteriormente ampliata; ad esempio, se il grafo & pesato, a ciascun record di nodo
el/o di arco viene aggiunto un puntatore ai pesi relativi al nodo e/o all'arco (o, se esiste un
solo peso per nodo e/o per arco, il campo informativo contiene direttamente il peso). Un altro
esempio di ampliamento della struttura consiste nell'introduzione di puntatori inversi dei
puntatori sopra definiti; la presenza di tali puntatori consente la rimozione di un nodo o di un
arco senza dover scorrere la lista, alla ricerca del record precedente, per effettuare
l'aggiornamento dei puntatori.

Esercizio 1.7
Scrivere una procedura che, utilizzando la struttura per liste di adiacenza descritta sopra, calcoli il grado
entrante ed il grado uscente di ciscun nodo e valutarne la complessita.

Esercizio 1.8
Scrivere una procedura che, utilizzando la struttura per liste di adiacenza descritta sopra, inserisca un nuovo
nodon+1 e valutarne la complessita.

Esercizio 1.9
Scrivere una procedura che, utilizzando la struttura per liste di adiacenza descritta sopra, inserisca un nuovo
arcoanw1 = (i,j) e valutarne la complessita.

Esercizio 1.10
Scrivere una procedura che, utilizzando la struttura per liste di adiacenza descritta sopra, rimuoveeil nodo
tutti gli archi incidenti in esso e valutarne la complessita.

Esercizio 1.11
Risolvere il problema dell'esercizio precedente utilizzando una struttura ampliata con i puntatori inversi.
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Spesso, nella risoluzione di problemi su grafi, le rimozioni di nodi ed archi sono
temporanedn quanto un particolare sottoproblema da risolvere e relativo ad un dato
sottografo del grafo originario e sottoproblemi successivi sono relativi ad altri sottografi; non
si vuole pertantadistruggerela struttura di dati che descrive il grafo otiginario. In tal caso, la
rimozione fisica dei record relativi a nodi ed archi risulta altamente inefficiente, cosi come
inefficiente € la replica della struttura per liste di adiacenza, una per ciascuna fase di modifica
del grafo originario. Risulta piu conveniente affiancare, in ciascun record, ai puntatori
“statici” che definiscono il grafo originario, nuovi puntatdinamici che definiscono il
sottografo corrente, ed operare gli opportuni aggiornamenti su di essi.

La struttura per liste di adiacenza puo essere anche semplificata sotto alcune ipotesi, in
generale facilmente verificate, quali: i nodi hanno gli indici 1, 2,n,.gli archi possono
essere arbitrariamente ordinati, non si prevedono aggiunte di nuovi nodi ed archi, le eventuali
rimozioni temporanee di nodi ed archi possono essere facilmente implementate mediante
l'inserimento di puntatori dinamici. In tal caso le liste a puntatori Node_Set ed Arc_Set
possono essere agevolmente realizzate mediante vettori di reoays [fointer$ facendo
corrispondere l'indice del nodo o dell'arco con l'indice della componente del vettore
contenente le informazioni relative al nodo o all'arco.

Per realizzare la lista di adiacenza per stelle uscenti, con il minimo spazio-memoria, €
sufficiente sostituire a Node_Set il vettétetr_FSJ.], adn+1 componenti, ed a Arc_Set |l
vettoreHead_Arc[.], adm componenti. Gli archi vengono ordinati per stelle uscenti (cioé gli
archi della stella uscente il seguono gli archi della stella uscente)diPntr_FSi]

I'indice della componente di Head_Arc].] contenente il nodo testa del primo &8&p)¢se
FS(i) = &, allora si pone Pntr_H$[= Pntr_FS{+1]. Ovviamente Pntr_FS[1] = 1; il
puntatore relativo al nodo fittizio+1 punta alin+1-esimo arco (arco fittizio). In figura 1.9 é
riportata la struttura relativa a Pntr_FS[.] e Head_Arc].] relativa al grafo di figura 1.8.
L'occupazione di memoria di questa lista di adiacemzarg-1.

Pntr_FS[.] Head_Arc][.]
1| 1 » 1 2
2[4
2| 3 Ly 33
3 5 | 4 5
4] 6 p 5| 6
|_> 6] 2
5| 9 715
6| 12 8l 7
7| 13 —®> 9 3
10 6
8l 13— 117
9 14-- L » 178
| L —p 13 7

T >

Figura 1.9 - Una struttura semplificata per stelle uscenti

Analogamente si puo realizzare la lista di adiacenza per stelle entranti mediante due
vettori Pntr_BS].], ash+1 componenti, e Tail_Arc].], ash componenti.

Esercizio 1.12
Costruire la lista di adiacenza (per stelle entranti) del grafo in figura 1.8.

10
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1.2.3 Algoritmi elementari su grafi

In questo paragrafo verranno introdotti alcuni algoritmi che consentono di risolvere problemi
che ricorrono sovente nella teoria dei flussi su grafi e che, di conseguenza, sono considerati
alla stregua di operatori elementari della teoria.

Visita di un grafo
SiaG = (N, A), con N| =n e Al =m, un grafo orientato; ricordiamo ck&(i) = {(i,j) O A}
eBSi) = {(j,1) O A} indicano rispettivamente la stella uscente e la stella entrante dei.nodo
Ad ogni arco {j) del grafo siano associate due etichétig@,j), f (i,j) O {true, falsg che
indicano una condizione di utilizzabilita dell'arco stessoi garsoj e daj versoi
rispettivamente. Il primo problema che prenderemo in esame consiste nell'esplorare il grafo
G, partendo da un nodo nel seguito indicato comradice, potendo percorrere il generico
arco {,j) dai versoj solo sef *(i,j) = true e (all'indietro) dg versoi solo sef (i j) = true
(si noti che possono esistere due archi contrappg$te (j,i); associate ad essi vi sono le
due coppie di etichette'(i,j), f (i.,j) ef *(j,i), f (j,i)).

L'algoritmo riceve in inpuG, r, f ¥, f ~ e restituisce in output l'albero non orientato
T, = (N;, A;) contenente gli archi utilizzati per raggiungere la prima volta i nodi connéssi a
Tale albero &€ chiamatalbero della visita Esso € rappresentato mediante la funzione
predecessorng(.):

0, sej non é raggiunto nella visitg 0 Ny),
i Q i , sejeéraggiunto la prima volta attraversg),
p() = |]-i , Sej e raggiunto la prima volta attravergag),
nil, sej e la radicej(=r).

Al termine della visita la funziong(.) definisce I'albero della visitg = (N, Ay):

Ny ={i ON:p(i) # 0}, Ar={(p().): pG) > O} U {(j,-p()): P()< O}.
La procedura di visita (vedi figura 1.10) si avvale gedieme dei nodi candida®,
cioé dell'insieme dei nodi raggiunti nell'esplorazione ma ancora non utilizzati per
proseguirla. La funzione predecessore € realizzata mediante il vBfthréen cui la
componenté-esima contiene il valong(i), per ogni.

Procedure Visita (G,r,f+,f',P):

begin
for i:=1to ndo P[i] :=0; {inizializzaziong
P[r] :=nil; Q :={r};
repeat
selecti from Q; Q := Q\ {i}; {selezione e rimozione di un nodo dp Q
for each (i,j) O FS(i) such thatf+(i,j) do
if P[j] =0then

begin P[j] :=i; Q := QO {j} end,
for each (j,i) O BS(i) such that f'(j,i) do
if P[j] =0 then
begin P[j] :=-i; Q :== Q0O {j} end
until Q =@
end.

Figura 1.10 - La procedura di visita di un grafo orientato
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Analisi della complessita
Ogni nodoi del grafo viene inserito iQ solamente la prima volta che viene raggiunto.
Pertanto non si avranno piumlinserzioni e rimozioni di nodi d@ e ogni arcoi(j) verra
esaminato al piu due volte, una come arco uscenteed@altra come arco entrantejin
Quindi il ciclorepeat...until verra ripetuto al pitn volte e ciascuna operazione interna ad
€sso0 verra ripetuta al piumvolte. Supponendo che le operazioni di gestion@ dbbiano
complessitdd(1), la complessita dfisita e O(m).

Osserviamo che la funzione predecessore puo essere convenientemente inserita nella
struttura dati del paragrafo 1.2.2, inserendo un ulteriore campo in ciascun record di
Node_Set. Infatti, per il record corrispondente al nigdosufficiente aggiungere un campo
contenente il puntatore al noggi), un campo (booleano) per I'orientamento dell'arco
(i ,p(i)) o (p(i),i) ed eventualmente un campo contenente il puntatore a tale arco in Arc_Set.
Come vedremo il riferimento diretto all'arco (e quindi ai suoi relativi attributi quali ad es.
capacita, costo, etc.) sara utile nei successivi paragrafi.

Esempio 1.3

Applicare la procedur¥isita(G,r,f,P) al grafo in figura partendo dal noddl, con la seguente condizione di
utilizzabilita: f " (i,j) =true, f (i,j) = falseper ogni {,j) O A. Le stelle uscenti sono ordinate per indice dei
nodi adiacentiQQ & implementato mediante ufila (queus.

Figura 1.11 - Un esempio di applicazione della procedisita

Ordine di inserzione in (e rimozione d@) 1, 2, 4, 3, 5, 7, 6, 8.

La rimozione di 1 causa l'inserimento di 2 e 4 mediante gli archi (1,2) e (1,4); la rimozione di 2 causa
l'inserimento di 3 e 5 mediante gli archi (2,3) e (2,5); la rimozione di 4 causa l'inserimento di 7 mediante
l'arco (4,7), infatti (4,2) e (4,5) connettono nodi marcati, etc.

La funzione predecessore € definita dal vet®ore[nil, 1, 2, 1, 2, 3, 4, 6].

Esercizio 1.13
Realizzare la proceduké4sita per grafi memorizzati mediante liste di adiacenza.

Esercizio 1.14
Fornire un algoritmo di visita, di complessi@(m), per verificare se un dato grafo non orientato,
eventualmente non connesso, sia aciclico. Adattare I'algoritmo al caso di grafi orientati.

Esercizio 1.15
Fornire un algoritmo di visita, di complessi@(m), per verificare se un dato grafo non orientato,
eventualmente non connesso, sia bipartito.

Esercizio 1.16

Fornire un algoritmo di visita, di complessiidm), per verificare se un dato grafo, orientato e connesso, sia
fortemente connesso (suggerimento: é sufficiente verificare che un arbitrario dedgrafo & connesso a
tutti gli altri nodi e questi sono connessiraghadiante cammini orientati).
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Visite di un albero
SiaTg = (N, Ag) un albero di copertura db di radicer e siap(.) la relativa funzione
predecessore; essa rende naturale la visita da un nodo verso i propri antenati sino alla radice.
Pit complesso risulta visitare, mediaptsg, i figli di un nodo o il suo sottoalbero. Al fine di
effettuare visite anche verso i discendenti vengono introdotte altre funzioni che descrivono
I'albero stesso.

Si dicevisita anticipatadi Tg una visita dei nodi secondo la seguente regola: “uninodo
viene visitato solo se tutti i nodi appartenenti all'unico camminfgitrar ei sono stati
visitati”. Pertanto la visita inzia dalla radice dell'albero e termina in una sua foglia.
Osserviamo che la visita anticipata visita anche gli archi ldifatti, quando viene visitato un
nodoi # r, viene anche implicitamente visitato I'arée(i)) (o (p(i),i)); quindi la visita
anticipata induce un ordinamento sui nodi e sugli archizdi

La funzioneva(.) associa ad ogni nodd nodo che verra visitato dopattraverso una
visita anticipata dilg; inoltre,va(.) associa all'ultimo nodo visitato il primo della visita. In
figura 1.12 viene fornito un esempio di visita anticipata; essa permette di visitare
consecutivamente i nodi di ciascun sottoalbero.

(1)

(b)

Figura 1.12 - La funzionea(.) della visita anticipata

Definiamovisita posticipatadi Tg una visita dei nodi secondo la seguente regola: “un
nodoi viene visitato solo se tutti i suoi nodi figli sono stati visitati”. Una funzione di visita
posticipata &p:N - N, dovevp(i) € il nodo visitato immediatamente doipsei € il primo
nodo visitato si pongp(r) =i). Una particolare visita posticipat@ & data dalla funzione
inversa diva va'l(j) =i = va(i) 5j. Con riferimento all'esempio in figura 1.12 si ha:

N 1 (2] 3| 4] 5| 6] 7| 8] 9
va [ 3| 5| 7] 1] 8| 9] 6| 4| 2

vallal o 28] 2| 7| 3] 5| s
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Livello dei nodi di un albero
La funzione livellole\(.) dei nodi dell'alberdg associa ad ogni noddl suo livello, cioé il
numero di archi dell'unico cammino T tra la radice ei; lev(.) puo essere facilmente
calcolata, date le funzioni predecessp(¢ e visita anticipataa(.), mediante la seguente
procedurd.ivello. Indichiamo corL[.] il vettore che realizzieW(.).

Procedure Livello(r, P,Va, L):
begin
L[r]:=0; u:=Valr]; {il livello della radice & zero}
while u #r do
begin
L[u] ;= L[|P[u]l] + 1; {il livello di u & uguale al livello del predecessore + 1}
u:=Valu] {si prende il nodo successivo nella visita anticipata}
end
end.

Figura 1.13 - La procedutavello

Esercizio 1.17
DeterminardeV(.) per I'albero in figura 1.12(a).

1.3 Reti di flusso: costi, domande, capacita, flussi

1.3.1 Rete, bilancio, costi

G é detto urgrafo pesatase ai nodi e/o agli archi vengono associati uno o piu valori reali,
detti pesi Un grafo pesato e detto urete se i pesi associati ai nodi rappresentano il loro
bilancio, cioe la quantita offerta 0 domandata di un determinato bene, e se i pesi associati agli
archi rappresentan@ostie lecapacitadegli archi. Piu precisamente:
- ad ogni nodd O N viene associato il valore redbg dettobilancio del nodo; esso
rappresenta la quantita di un determinato bene che deve essere fatto arrivare(gino ad
tal casab; € un valore positivo, detidomandd, o che viene fatto partire dgb; < 0,
dettoofferta). Se:
< 0, i é dettonodoorigine, sorgenteo di input;

bi 0> 0, i e dettonododestinazionepozzoo di output
U= 0, i e dettonododi trasferimento

- ad ogni arcak = (i,j) vengono associati dostoc (cj;) che ogni unita del bene causa
nell'attraversare l'arco, e leapacita inferiorely (Iij) e superioreuk (ujj), cioe
rispettivamente il minimo ed il massimo numero di unita del bene che possono
attraversare l'arco.

1.3.2 Flussi, vincoli di conservazione e di capacita
Un vettorex 0 RM é unflusso sul grafoG se verifica i seguentvincoli di
conservazione del flusso
Xjj - z Xij = bi, per ognii O N.
(D]E=S0) (i) OFS()
Il 'valore xk, 0 Xij, e dettoflussodell'arcoak = (i,j). | vincoli di conservazione del

flusso possono essere rappresentati in modo compatto utilizzando la matrice di incidenza del
grafoE:
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Ex=h,

doveb = [bj] € il vettore dei bilanci. Un flusso e detonmissibilese sono verificati i
seguentvincoli di capacitasugli archi:

lij < Xjj < ujj, per ogni arcoi(j) O A;
che possono essere scritti sotto forma vettoriale, ih={lij] e u = [ujj]:
<x<u.

Un vettorex 0 R™ & detto ungpseudoflussase verifica ivincoli di capacita
ovviamente uno pseudoflusso che sia un flusso e un flusso ammissibile. Senza perdere di
generalita, come sara mostrato nel seguito, si puo sempre supporre che le capacita inferiori
degli archi siano nulle:

lij =0, perogniarcoif) U A
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