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I - STRUTTURE DI DATI

2.0 Strutture di dati

Nel presente capitolo verranmmese inesame alcune strutture dati in vista di una
efficiente implementazione degélgoritmi. In particolare verranno presentate strutture
orientate allaappresentazione alla gestione di insiemi, leui caratteristiche (cardinalita,
eventuale ordine interno, ecc.) varino nel corso della esecuzione degli algoritmi.

2.1 Liste

Unalista q = [x1, X2,..., Xn] € una sequenza @lementi arbitrari(non necessariamente
distinti). Gli elementi; exp, le estremitadella lista, sono anche detti rispettivamentiedta
e lacodadella listastessa.Denoteremo comg| la cardinalitan della listag. Una coppia
ordinata[xs, Xo] & considerabile come una lista di delementi; ilsimbolo [ ] denota ldista
vuota. Nel seguito indicheremo coq[i] I'elementoi€simo della listaq, cioé xj, e con
qfi,..., j], coni <J, la sottolista X;,..., Xj].

Definiamo sulle liste le seguenti operazioni fondamentali:

Concatenazione date le listeg = [X1, X2,..., Xn] € P = [V1, Y2,--., Y] restituisce la lista
q&p = [Xl, X21---1 Xn! y11 y21--'! ym],

Accesso
in posizione i data la listay restituisce I'elementqi];
in testa data la listay restituisce I'elementg[1];
in coda data la listay restituisce I'elementqgf|q|];
Inserzione

in posizione i data la listay e I'elementx restituisce la nuova lista
q[l,...,i-1]&[x]&qfi,..., [ll;

in testa data la listag e I'elementx restituisce la nuova lista]§& g;
in coda data la listag e I'element restituisce la nuova lisg&[ X];
Estrazione

dalla posizione idata la listay restituisce I'elementgfi], e sostituiscel con
q1,...,i-1]&qli+1,..., All;

dalla testa data la listag restituisce I'elementgf1] e sostituisce conq[2,..., Al];

dalla coda data la listag restituisce I'elementg]|qg|] e sostituisce conq[1,..., |g|-1].

Una lista su cui siandefinite le operazioni di accesso ed inserzione in testa e di estrazione
dalla testa € dettanapila; essa funziona in moddFO (last infirst ouf). Unalista su cui

siano definite le operazioni di accesso in testa, inserzione in coda e di estdadimriesta e
detta undila (0 anche spessmdd); una fila funziona in modo FIFQilst in first oud.

Unalista in cuiaccessijnserzioni ed estraziorsionodefinite sia in testa che in coda sara
chiamatadoppia fila(deque double ended queue).

Una lista puo essergappresentata sia penezzo di unvettore che di unastruttura a
puntatori

Ad esempio unaila q puo facilmente essere rappresentata pmezzo del vettoreQ,
mantenendo nell'intedol'ultima posizione non vuotael vettore; per cui la corrispondenza
tra pila e vettore € data dalla

qfi] = Q[k+14];
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se la pila € vuota gionek = 0. Chiaramente, con questa rappresentazione, le operazioni
proprie dello stack richiedono tem@gl).

Una doppidila g puo essereappresentata penezzo di un vettor€), mantenendo in due
interi, j e k le due estremitélella deque, e consentendo un usolare del vettore. La
corrispondenza trge Q é data dalla

q[i] = QI((j+i-2)moch)+1]

dove si € suppostQ un vettore ath componenti; anche in questo caso le operazioni hanno
complessita costante.

L'uso divettori & una scelta ragionevole per rappreselities purché si disponga di una
valutazione (per eccesso) sufficientemente accurata del massimo numero di elenemsie che
possono contenere, purché non si debbaneffettuare troppe operazioni quali la
concatenazione di liste o estrazioni di elementi in posizioni diverse dalle estremita.

Ci sonomolti modi per rappresentare una lista paezzo distrutture a puntatori. Una
struttura di questo tipo @ettaendogenase i puntatori che ne costituiscofmssatura sono
contenuti negli elementstessidella lista; ad esempio ifigura 2.1. ériportata la lista
[5, 7, 2, 3, 1] rappresentata per mezzo di una struttura endogena.

1 2 3 4 5 6 7

testa=5 nil | 3 1 0 7 0 2

Fig.2.1

Una struttura € di tipesogenae c'e una distinzione tra la struttura stesgiaedementi che
Vi sono rappresentati.

Le liste, sia quelle endogene che quelle esogene, possondiasaere circolari, singoleo
doppie In Fig. 2.2 sono indicate nell'ordine, per il casdiste endogene, unbsta lineare,
una circolare, una doppia lineare ed una doppia circolare.

X1 Xy X3 X4
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In Fig. 2.3 sonaiportate, per il caso diste esogeneuna lista lineare ed una circolare,
mentre in Fig. 2.4 sono riportate una lista dopipeare ed una doppircolare, sempre di
tipo esogeno.
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Fig. 2.4

La scelta del particolare tipo di lista da usare sara guitdditanalisidelle operazioni che su
di essa dovranno essere eseguite. Ad esempilistsdineari gli accessi in testaanno
complessitéD(1), mentre gli accessi in codaanno complessit®(|q|). Entrambi i tipi di
accesso hanno invece comples&ith) su liste circolari. In listsemplici, l'inserzione di un
nuovo elemento in posizionemmediatamentsuccessiva guella di unprefissatoelemento
ha complessit®(1), mentre l'inserzione di un nuovo elemento in posiziomeediatamente
precedente a quella di ymefissatoelemento ha complessi@(|g|). Entrambe le operazioni
hanno complessit@(1) nel caso di liste doppie.
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2.2 Alberi ed insiemi disgiunti

Sial = {1, 2,...,n} un insieme di elementi, &, S,,..., Sy, sottoinsiemi disgiunti di. Gli
insiemi Sy, S,,..., S, possono essemappresentati pemezzo dialberi. Ogni insieme &
rappresentato per mezzo di un albero irmdi sonogli elementidell'insieme stessdgni
elementoy, punta al suo predecessp(®). L'elemento radice dell'albero punta a se stesso;
tale elementaiene anche dettelemento canonicdell'insieme. Unesempio € illustrato in
Fig. 2.5.

S ={% S;={a,b,cefstvy } S={dgiruwz}
Fig. 2.5

Definiamo le seguenti operazioni:

Makeset(x): costruisce un nuovo insiermeconx non appartenente a nessuno degli
insiemi gia esistenti; viene effettuata ponep@) := x e costad(1).

Find(x): restituisce I'elemento canonico dell'insieme contenememporta il
percorrere il cammino dafino alla radice, e costa Q)(

Union(x,y): costruisce un nuovo insieme unione degli insiemi awegdly come
elementi canonicixy) in sostituzione dei due vecchi insiemi (che si
assumono disgiunti); infine restituisce I'elemento canonico del nuovo
insieme; puo essere realizzata ponap(ep:=y con costdD(1).

L'operaziondJnion & descritta in Fig. 2.6.

A A

Fig. 2.6

SiaT un albero con radice ev un suo nodaDefiniamo:
altezzay) ={ 0,,sev e una foglia,,max{altezze(: p(w)=v}+1,,altrimenti

altezzax) = altezza dell'alber®;

rangoy) (= altezzay)) = una valutazione per eccesso di alte?za(
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@ e altezza)=0
é) altezzaé)=2
e @ altezzak)=3
Fig. 2.7
Per rendere basso il costo dell'operazieimel bisogna operare in modo da ridurre l'altezza
degli alberi. Un primo risultato in questa direzigne esserettenuto effettuandbunione

tra due insiemi in modo che sia l'albero meno alto ad essere collegato a quelio ginon
viceversa. Questa tecnica e illustrata nella Fig. 2.8.

AYAS

altezza( ) < altezza( )

y

altezzg( ) inalterata

AYANS

altezza( ) = altezza( )

y

altezzaf ) incrementata di 1

Fig. 2.8

Naturalmentel'uso dell'altezzacome criterioper l'operazione di unione noevita la

creazione di alberi molto alti se & grande il numero di operaziosffefiuarsi. Unaecnica
che consente dimitare consistentementéltezza deglialberi € quella detompattamento
lungo cammini(path compressio)) che viene effettuata nellaind. L'idea équella di

ristrutturare I'albero ad ogni chiamatariad in modo da ridurne l'altezza.

Quest'idea dlustrata nellaFig. 2.9, dove € considerato il caso di unohiamata diFind
applicata all'elementa

La tecnica di compattamentoingo i cammini rende costoso l'usodell'altezza per le
operazioni di unione. Bisognerebbe dopo ogmhiamata di Find effettuare un
aggiornamento dell'altezzayperazione costosa percli@plica la visita dell'albero. Si
preferisce allora usare invece dell'altezza la funziango.
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X X

Fig. 2.9

Si dice rango() unavalutazione per eccesso dell'altezza,dottenutaponendo rangaj =

altezzax) = 0 all'inizio quandogli insiemi sono formati da elementisingoli; quindi
successivamente ad ogni operazione di unione il rango viene aggiornato esaittamerge
faceva conl'altezza.Praticamentd'effetto € quello di trascurare il compattamentelle

operazioniFind.

Esaminiamo ora gli effetti inermini di complessita computazionale @liesto modo di
realizzard'unione tra insiemi. Utilizzando ilrango, e possibil@alutare la complessita nel
caso peggiore di ciascuna operazibmal, come si ricava dalle seguenti proposizioni.

Proposizione 2.1- Il numero di nodi nell'albero di radioeé almeno #n90K),

Dimostrazione La prova e per induziorgul numerodelle operazioni dunione. Latesi é
certamente vera dopo la prima operazione di unione. Assumiamo che sia ancora vera dopo la
kesima g sj effettui lak+1)®SMaunione sugli alberi di radiceey. Se rango{) # rangog),

la proprieta continua ad essere veapo I'operazione. Se rangd(= rangoy), il nuovo

albero avra rango parirango&)+1, e conterra almeno@"90&) + prangof) — grangof)+1

nodi, e quindi la proprieta continua ad essere vera. La tesi € cosi dim@strata.

Proposizione 2.2- La complessita di una operazidaed e O(loqn).

Dimostrazionell costocomputazionale di una operazioRnd(x) € dato dalla lunghezza
del cammino dahodox alla radicer dell'albero acui x appartiene, e dunquelimitato da
altezza(). Dalla proposizione2.1 risulta evidente chegni nodo ha rango al pitlognl] e
quindi per ogni nodo radigesi ha:

altezzaf) < rango() < logn;
dunque nel caso pessimo l'operazibivel avra complessita O(loy.<
Analizziamo ora una sequenza di operazioniUnion, n operazioniMakeset ed m

operazioniFind. Ricordando che la complessitaldinion e Makeset € O(1), si ha una
complessita

O(n + mlogn),
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e nel caso in cui ;= O(n) la complessita diventa @logn).
Si puo tuttavia dimostrare la seguente:
Osservazione- Una sequenza din Makeset m=n Find, e n-1 Union, ha una
complessita Qfa(m,n)) [©(m a(m,n))], cona(m,n) inversadellafunzione diAckerman
[pern < 216 &a(mn) < 3; agli effetti pratici possiamo assumei(@n,n) una costants 4].

Nel seguito viene fornita una descrizione formdkdle procedure checonsentono di
implementare le operazioni definite sopra.

Procedure MAKESET(i):
begin
pli] :=i; rangoli] := 0
end

Function FIND(i):
begin
if i # p[i] then p[i] := FIND(p[i]);
return i
end

Procedure UNION(X,y):
begin
if rango[x] > rango[y]
thenbeginw :=y; y := x; x := wend
elseif rango[x] = rango[ythen rangoly] := rango[y]+1;
pix] =y

end
2.3 Heaps

Una coda di prioritaé una struttura di dati astratta consistente di un insieme findierdenti
ciascuno con associato un valore reale, adttave val(),i =1, 2,...,n.

Operazioni principali:
Insert(i,Q):  inserisce I'elementionella coda di priorit& non contenente

Deletemin(Q): restituisce e cancella I'elemento di valore minimo fra quel) {(seQ
e vuoto restituiscaull);

Make(Q,S):  costruisce e restituisce una nuova coda di priQrit@ntenente gli
elementi dell'insiem§,

Ulteriori operazioni:

Findmin(Q): restituisce senza cancellarlo I'elemento di valore minimo fra quelli in
Q (seQ e vuoto restituisceull);

Deletdi,Q): cancella I'elementbdaqQ;

Link (Q1,Q0): restituisce la coda di priorita ottenuta combinando insi@meQ,,
che vengono distrutte;

Chang€(i,v): cambia il valore dell'elementaella coda di priorita ponendo
val(i)=v.

- 17 -
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Un heapé una coda di priorita organizzata ad albero, in cui:
- l'elemento di valore minimo si trova nella radice dell'albero;
- sex ep(x) sono un nodo ed il suo predecessore, allora)alal(p(x)).

Un esempio di heap e riportato kig. 2.11 incui ai nodi dell'albero sonaassociati
direttamente i valori.

2.3.1 d-heaps

Un d-heap €& un heap caratterizzato dalle seguenti proprieta:

- ogni nodo ha al pid figli (un caso particolarmente interessante e lo heap binario);

- l'albero ébilanciato, ovvero i nodi foglia hanno profondita comprésal e I-1 (la
profonditao livello di un nodo € il numero di archi nel cammino che lo unisce alla radice).
Il livello massimol € compreso treogy nje [hogy N+ 1),

- i nodi dell'ultimo livello sono addensati a sinistra.

Si noti che urd-heap contenenteelementi ha un nodo a livello 0 (la radiaghodi alivello
1, d2 nodi a livello 2, sino al-1 al penultimo livello e non pit @ nodi nell'ultimo livellol.
Pertanto, il numero di nodi dal livello 0 al livelld én' = (d'-1)/(d-1); e il numero di nodin
< (d+1-1)/(d-1). Essendm' <n, si ha:

d-1 <n(d-1) < d*+1-1,

e quindi
| <logy(n(d-1)+1)<I+1.

Da cui si ottiene:
| = ogy (n(d-1)+1)C- 1.

Il numero di nodi (foglie) nell'ultimdivello | & dato dan - n' = n - (d-1)/(d-1). Essendo
addensati a sinistra, essi saranno figli dei priha [{n - n")/dCInodi del livello precedente.
Quindi, il numero di foglie ded-heap & dato daf =n-n' +d-1-n".

Un d-heap com nodi puo esserfacilmente implementatper mezzo di un vettoreon n
componenti, X1, Xo,..., Xp), COMe segue:

- i nodi sono numerati da 1 ad

-1 é laradice;

- il nodoi ha come figli i nodi dal(i-1)+2 a minfdi+1, n};

- il predecessore del node il nodol{i-1)/d

- X; € I'elemento contenuto nel nodo
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In Fig. 2.12 e riportato un esempio di 3-heap con il vettore che lo implementa.

©) (1)) [2,9,7, 14, 16, 20, 10, 40, 12]

O
@@»@

Esercizio: Calcolare per il 3-heap in figura i valdrin', n" e nf.

Nel seguito descriviamo in dettaglio lI'implementazideéie diverse operazioni neaso in
cui il d-heap sia stato implementater mezzo di un vettorél contenenteH| = h elementi.
Associato al vettoréH viene utilizzato undizionario che fornisce la posizione dasso
occupata da ogni elemento deheapH; nel seguito indicheremo la posizione dell’elemento

x medianteH-1[x].

Fig. 2.12

Insert(x,H): inserisce in ultima posizione (posiziomel del vettore) dello hed
I'elementax con chiave vak); quindix viene fatto risalire fino a
trovare la posizione corretta:

ProcedureINSERT(x,H):
begin
h := h+1; u := h; MOVEUP(x,u,H)
end

Procedure MOVEUP(x,u,H):
begin
p :=[u-1)/d]
while p # 0 and val[H[p]] > val[x] do
begin H[u] := H[p]; u := p; p :={u-1)/dJend;
H[u] :=x
end

La complessita dell'operazioneldsert dipende dall'altezza dell'albero; essa(k) dovek
e l'altezza dell'albero. Caima implementazione dH come vettore ash componenti che
rappresenta un albero bilanciatok & O(logyq n), e pertanto la complessita thsert é

O(logg n).

Deletgx,H): Cancella I'elementr dalla sua posizione correriel[x], e lo
sostituisce con I'elemento in ultima posizione; questo viene fatto salire
verso la radice o scendere, a seconda del suo valore.

ProcedureDELETE(x,H):
begin
u:= H'l[x]; y = H[h]; H[h] := null; h := h-1;
if x#ythen
if val[x] = vally] then MOVEUP(y,u,H)
else MOVEDOWN(y,u,H)
end
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Procedure MOVEDOWN(x,u,H):
begin
¢ := MINCHILD(u,H);
while ¢ # 0 and val[H[c]] < val[x] do
beginH[u] := Hic]; u := ¢; ¢ := MINCHILD(u,H)end
H[u] := x
end

Function MINCHILD(u,H):
begin
if d(u-1)+2>h
then return O
else returnargmin{val[H[i]]: i = d(u-1)+2,..., min{du+1,h}}
end

La complessita dDelete & O@ logy n); infatti il numero di passi émitato dall'altezza
dell'albero e, ad ogni passo, nel caschilimata diMovedown, devono esseresaminati
tutti i d figli del nodo corrente medianteNainchild .

Findmin (H): restituisce la radice dell'albero.

Function FINDMIN(H):
begin
if h =0then return null
else returnH[1]
end

La complessita drindmin e O(1).

Deletemin(H): Opera utilizzando successivamente la funzieindmin e la
procedureDelete

Function DELETEMIN(H):
begin
x := FINDMIN(H);
if x# null then DELETE(x,H);
return x
end

La funzioneDeleteminha la stessa complessita della proce@eigte
Changqi,v): cambia il valore dell'elementmella coda di priorita ponendo

val(i)=v.
Procedure CHANGE(x,v,H):
begin
u:= Hl[x];

if v <val[x] then beginval[x] := v; MOVEUP(x,u,H)end
else beginval[x] := v; MOVEDOWN(x,u,H)end
end

La funzioneChangeha la stessa complessita della proce@alete

MakeHeap(S): Costruisce uml-heap contenente gli elementiSlicon § =n. Puo
essere effettuata inizializzando dsheap vuoto e quindi effettuando
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inserzioni, con una complessita Mdggy n).

Un modo piu efficiente di costruiredtheap e quello di costruire prima un albérario con
gli elementi in un ordine arbitrario; quindi si effettuano, per tuttelgimentiassociati a nodi
non foglia iniziando da quelli al livello-1. Si opereranno percin - nf operazioni
Movedown(H(p),p,H), conp = n-nf, n-nf-1,..., 2, 1.Nel caso peggiore, peaiascun
nodo a livellol-1 l'operazionédMovedown avra complessita @) in quanto tutti ifigli sono
delle foglie. In generale per ciascun nodo a livellta complessita dlovedown & Oi);
poiché visono alpitl n/d' nodi alivello I-i in un alberod-ario completo la complessita
globale, calcolata per livelli, é:

-1
ndi n (|+1) n (|+1) .
. Z Z = 0();
=1

i=0

I'ultima uguaglianza deriva dal fatto che la serie

\ i1
di
i=0

& convergente. E infatti facile verificare che, essetd si ha:

sdzi—.
2|

i=0

00

i+l i+1
Da ) g
i=0 i=0

S = 2+l 1,
2I 22I 22i+1 2I -

i=0 i=0 i=0 i 0
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